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Dans tout ce chapitre, la lettre K designe l'ensemble des reels K. ou 
l'ensemble des complexes C. 



1 Diagonalisation 
1.1 Introduction 

Soit A G M n (K) une matrice carree de taille n. 

On associe a A une application lineaire 4>a de M n ^(K) dans M H) i(K), definie 
par 4>a{X) = AX (X est un vecteur-colonne de M Hjl (K)). 
La matrice de 4>a dans la base canonique de M Uj i(K) est A. 
Diagonaliser A, c'est trouver une base B de M n;1 (K) telle que la matrice de 
<pA dans B soit diagonale. 



1.2 Polynome caracteristique d'une matrice carree 

Definition 1 Soit A e M n {K). On appelle polynome caracteristique de A 
le polynome P{X) = det(A — X.I n ). 
On note ce polynome xa{X). 



Remarques : 



/I 0 
0 1 



X.L 



fx 0 

0 X 



0\ 

0 



\0 0 



0 



est la matrice identite de taille n. 



\0 0 ••• X) 

Le determinant de la matrice A — X.I n est un polynome en X. 
Exemples : 



G M 2 



Calculer xa(X). 

On forme la matrice A — X.I 2 : A — X.I 2 ■ 

det(A - X.I 2 ) = X 2 - 1 = (X - 1)(X + 1) 
done X a(X) = (X-1)(X + 1). 
/-I 1 1 



-X 1 
1 -X 




det(B-X.I 3 ) 



1-X 1-X 1-X 
1 -1-X 1 
1 1 -1-X 

Le determinant est lineaire par rapport a la premiere ligne, d'ou : 

1 1 1 
1 -1-X 1 
1 1 -1-X 



det(B-X.I 3 ) = {1-X). 
On fait L 3 < —L 3 — L x : 
det(S -X.h) = (1-X). 



1 1 1 
1 -1-X 1 
0 0 -1-X 
On developpe par rapport a la derniere ligne qui contient deux zeros : 

1 1 



det(B - X.h) = (1 - X).(-l) 3+3 (-2 - X) 



1 1-X 



det(B - X.I 3 ) = (X - 1)(X + 2)(-l - X - 1). 
det(B - X.I 3 ) = -(X - 1)(X + 2) 2 . 
done X b(X) = -(X-1)(X + 2) 2 . 



1.3 Valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice 
Definition 2 Soit A e M n (K). 

Un scalaire A G K est une valeur propre de A si et seulement si il existe un 
vecteur-colonne X e M n> i(K), non nul, tel que AX = AX. 
L 'ensemble des valeurs propres de A se note Spec(A) (il est encore appele le 
spectre de A). 

Definition 3 Soit A e M n (K), soit A G Spec(A). 
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On appelle vecteur propre de A associe a la valeur propre A tout vecteur- 
colonne X G M n ^(K) non nul verifiant AX = \.X . 

Proposition 1 Soit A G M n (K). 

Les valeurs propres de A sont exactement les ratines de son polynome car- 
acteristique xa- 

Definition 4 Soit A e M n (K), soit A G Spec(A). 

On appelle ordre de multiplicite de A le plus grand entier m G N tel que Von 
puisse ecrire xa(X) = (X — \) m Q(X) ou Q(X) est un polynome. 

Exemples 



1)A 


■! 


Xa(X) = 






f-\ 


2)B= j 








Xb(X) = 


-{x 




1.4 Sous-espaces propres d'une matrice 
Definition 5 Soit A G M n (K). Soit A G Spec(A). 

La reunion de V ensemble des vecteurs propres de A pour la valeur propre A 

et du vecteur nul est notee SEP(A, A). 

On a SEP(A, A) = {V G M n>1 (K)/AV = \.V} 

Proposition 2 Soit A G M n (K). Soit A G Spec(A). 
SEP(A, A) est un sous-espace vectoriel de M n>1 (K). 

Proposition 3 Soit A G M n (K). Soit A G Spec(A). 
On note m V ordre de multiplicite de A dans xa(X). 
Alors 1 < dim(SEP(A, A)) < m. 

Exemples : 
1)A /0 1 



1 0, 

XA (X) = (X- 1)(X + 1). Spec(A) = {-1, 1}. 
Determiner les sous-espaces propres de A. 
a) Sous-espace propre associe a la valeur propre — 1. 
On cherche tous les V G M 2> i(K) tels que AV = —V. 
On resout l'equation AV = —V. 
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— (! J) >< ft) -ft 
av=-v« ft) = 

L'equation matricielle AV = —V est equivalente a un systeme d'l equation 
independante a 2 inconnues : SEP(A, —1) est done un sous-espace vectoriel 
de dimension 2 — 1 = 1 de M 2j i(R). On trouve une base de ce sous-espace en 
donnant une valeur non nulle a V\ ou v 2 : par exemple V\ — 1 d'ou v 2 = — 1. 

On a alors SEP(A, -1) = {A. ( 1 ) /A G K}. 



b) Sous-espace propre associe a la valeur propre 1. 
On cherche tous les V G M 2jl (K) tels que = V. 
On resout l'equation AV = V. 

i o) x u) = Ll 



AV = V 



-1 


1 1 




-1 1 




1 -1 



AV=V * ft) =fth ( — 

L'equation matricielle = V est equivalente a un systeme d'l equation 
independante a 2 inconnues : SEP (A, 1) est done un sous-espace vectoriel de 
dimension 2 — 1 = 1 de M 2;1 (R). On trouve une base de ce sous-espace en 
donnant une valeur non nulle a v\ ou v 2 : par exemple v\ — 1 d'ou v 2 — 1. 

On a alors SEP(A, 1) = {A. ( J j /A G R}. 



2) B 



X b(X) = -(X - 1)(X + 2) 2 . Spec(£) = {-2, 1}. 
Determiner les sous-espaces propres de B. 
a) Sous-espace propre associe a la valeur propre 1. 
On cherche tous les V G M 3>1 (K) tels que BV = V. 
On resout l'equation BV = V. 

'-11 1 \ 

z?i = r ^ | i -l i x 

i i -iy 

-Vi + V 2 + ^3 N 

BV = V <^> | i>i - v 2 + w 3 

V!+V 2 - V 3 




Vi = v 2 
v 2 = v 3 

L'equation matricielle BV = V est equivalente a un systeme de 2 equations 
independantes a 3 inconnues : SEP(_B, 1) est done un sous-espace vectoriel 
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de dimension 3 — 2 = 1 de M 3j i(R). On trouve une base de ce sous-espace 
en donnant une valeur non nulle a V\ : par exemple v± — 1 d'ou v 2 = v 3 = 1. 

On a alors SEP(5, 1) = {A. ^lj /A G K}. 

b) Sous-espace propre associe a la valeur propre —2. 
On cherche tous les V G M 3>1 (K) tels que BV = -2V. 
On resout l'equation BV = —2V. 

'-1 1 1 

z?r = -2V o |i-ii 
i i -1, 

5V = -2V ^ | ui - w 2 + ^3 1 = 1 -2w 2 I ^ {vi + v 2 + v 3 = 0 

Vi+V 2 ~ v 3 

L'equation matricielle BV = —V est equivalente a un systeme de 1 equations 
independantes a 3 inconnues : SEP (5, —2) est done un sous-espace vec- 
toriel de dimension 3 — 1 = 2 de M^i(M). On trouve une base en cher- 
chant deux vecteurs independants verifiant V\ + v 2 + V3 = 0, par exemple 
{(1,0,-1), (0,1,-1)}. 

On a alors SEP(5, -2) = {A. ( 0 I + p. I 1 ]/A,/iG 









f-2vA 


x l 


v 2 


H 


-2v 2 




W 




K-2vJ 






1.5 Diagonalisation d'une matrice 

Definition 6 Soit A G M n (K). 

On dit que A est diagonalisable si et seulement si il existe une matrice 
inversible P G GL n (K) et une matrice diagonale D G M n (K) telles que 
A = PDP- 1 . 

Remarque : Diagonaliser A, e'est trouver P inversible et D diagonale 
telles que A = PDP- 1 . 

Proposition 4 Soit A G M n (K). 

A est diagonalisable si et seulement si 

dim(SEP(A,A)) =n 

AeSpec(A) 

Proposition 5 Soit A G M n (K). 

A est diagonalisable si et seulement si il existe une base de M n;1 (K) formee 
de vecteurs propres de A. 



5 



Exemples : 

iM-G ;)■ 

X a(X) = (X-1)(X + 1) 
Spec(A) = {-1,1} 

SEP(A-1) = {A. (~A /AG 



SEP(A1) = {A. Q /AG 



dim(SEP(A, -1)) + dim(SEP(A, 1)) = 1 + 1 = 2. 
Done par la propriete ci-dessus, A est diagonalisable. 

Pour diagonaliser A, on cherche une base de vecteurs propres. On en obtient 
une en reunissant des bases de chaque sous-espace propre : par exemple 

B = , (^ij} es ^ une base de M 2i i(R) formee de vecteurs propres de 

A. 

La matrice de passage de la base canonique a B est P = 



1 \ j 

La matrice D dans cette base de l'application lineaire de M 2 ,i(K) dans 
M 2: i(K) definie par A (<p A (X) = AX) est diagonale : 

Comme ( j ) est un vecteur propre pour — 1 et ( \ J ) un vecteur propre 



x 1 )' 1 1 1 \1 

pour 1, on a <f> A (( i)) = ( 1 ) et <M ( \ J ) = 1- ( \ ) , d'ou la ma- 



trice D : D 



-1 0 N 
0 1 / 

La relation de changement de base s'ecrit A = PDP^ 1 . 



C - X.I2 



1-X 1 
0 1-X 

Xc(X) = det(C - X/ 2 ) = (1 - Xf = {X- l) 2 . 
done Spec(C) = {1}. 

Sous-espace propre associe a C : on resout l'equation CX = X 

{^2 = 0 

L'equation equivaut a une equation independante, l'ensemble des solutions 
est done de dimension 1 (droite), dont un vecteur directeur est par exemple 

ft)- 



X\ + X 2 = 5 

x 2 = x 2 
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dim(SEP(C, A)) = dim(SEP(C, 1)) = 1 ^ 2. 

AeSpcc(C) 

Done C n'est pas diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces 
propres est strictement inferieure a 2). 

/-I 1 1 
3) B = 1 -1 1 

Xb(X) = -(X - 1)(X + 2) 2 . Spec(P) = {-2, 1}. 

SEP(P,1) = {A. ^lj /A e R}. 

SEP(P, -2) = {A. ^ 0 j + ^ 1 j /A, // e R}. 

dim(SEP(P, A)) = dim(SEP(P, 1)) + dim(SEP(P, -2)) = 1 + 2 = 3. 

AeSpec(B) 

Done B est diagonalisable. 

Une base de vecteurs propres est, par exemple : B' — { I 1 I , I 0 , I 1 }. 

/I 0 o' 

Dans cette base, la matrice de (f) B est D' — 0 —2 0 

\0 0 -2, 
/l 1 0 

La matrice de passage de Po a B' est : P' = I 1 0 1 

v - 1 -h 

La relation de changement de base s'ecrit : B = P'D'P' l . 



2 Trigonalisation 

2.1 Matrices triangulaires 

Definition 7 On appelle matrice triangulaire superieure (resp. inferieure) 
une matrice dont tous les elements situes strictement au-dessous (resp. stricte- 
ment au-dessus) de la diagonale principale sont nuls. 

Remarque : Une matrice diagonale est a la fois triangulaire superieure et 
triangulaire inferieure. 
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2.2 Trigonalisation 



Definition 8 On dit qu'une matrice A e M n (K) est trigonalisable si et 
settlement si il existe une matrice inversible P G GL n (K) tel que P~ 1 AP 
soit triangulaire superieure. 

Theoreme 1 Toute matrice de M n (C) est trigonalisable. 



3 Reduction de Jordan 



Definition 9 On appelle bloc de Jordan une matrice de la forme 



/A 
0 



V 



i 

A 



0 
1 



ou A est un reel quelconque. La diagonale principale contient des \, on trouve 
des 1 au-dessus de cette diagonale, les autres elements de la matrice sont nuls. 
Le bloc de Jordan de taille n > 1 et dont V 'element sur la diagonale principale 
est A est note J n (A). 



Exemples de blocs de Jordan : J<i(3) 



Jx(8) = (8). 



/3 1 0 0\ 

0 3 10 

0 0 3 1 

\0 0 0 3/ 



,-/ 2 (-l) 



-1 1 
0 -1 



Definition 10 On appelle matrice diagonale par blocs une matrice formee 
d'une diagonale de matrices carrees, non necessairement de meme taille. 
Les elements non situes dans ces matrices sont nuls. 

On note diag(A 1 , A 2 , •, A p ) la matrice dont les blocs diagonaux sont Ai, A 2 , ■ ■ ■ 



A 



A 
0 



0 
1 



Exemples : A 



(\ 2 0 0\ 

3 4 0 0 

0 0 2 4 

\0 0 6 8/ 
1 



diag( 



1 2 
3 4 



2 4 
6 8 



),B = 



3 2 

dtag((l), | 0 -1 -2 \),C 
-3 -4 -5 




diag((3), 



/I 0 

0 3 

0 0 

\0 -3 

-1 



0 

2 



-1 

-4 



0\ 
1 

-2 

-v 



Definition 11 On appelle matrice de Jordan une matrice diagonale par blocs 
dont les blocs sont des blocs de Jordan. 
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Definition 12 Soit A e M n (K). 

On appelle reduite de Jordan de A toute matrice de Jordan J telle qu 'il existe 
P E GL n (K) telle que A = PJP' 1 . 



Theoreme 2 (Reduction de Jordan) Soit A e M n (K). 
Soient Ai, A2, • • • , A p les valeurs propres de A. 
On note fii I'ordre de multiplicite de \ dans \a- 

A admet une reduite de Jordan J et une seule (a I'ordre des blocs pres). 
Tout bloc de la reduite de Jordan de A est de la forme Jk(\) avec Aj G 
Spec(A) et 1 < k < Hi. 

Sur la diagonale principale de la reduite de Jordan, on trouve les valeurs 
propres de A comptees avec leur multiplicite : A, apparait fois. 



Exemple 
/l 

-1 



A 



2 

V 1 



0 
1 
2 
1 



0 \ 

-2 
-1 

0/ 



1) Montrer que A n'est pas diagonalisable. 

2) Donner la reduite de Jordan de A. 
1)11 faut determiner les sous-espaces propres de A. 



X A(X) = det(A-X.h) 



= (1-X) 



A-X 
1 
2 



1 

2-X 
1 



1-X 
-1 
2 
1 

-2 
-1 
-X 



0 

A-X 
1 
2 



= (1 



X)[(4 
X)[(4 



X )\ 



2-X -1 1 



-X 



0 


0 




1 


-2 




2-X 


-1 




1 


-X 




1 -1 




1 2-X 


2 -X 


- 2 


2 1 


2 -2(1 - 


- 4 + 2X)\ 



= (1 - X)[(4 - X)(-2X + X 2 + 1) + X 
= (1 - X)[-X 3 + QX 2 - 9X + 4 + X - 2 + 6 - AX] 
= (1 - X)[-X 3 + 6X 2 - 12X + 8] 
= (X - 1)(X 3 - 6X 2 + 12X - 8) 
2 est racine evidente : 
= (X -1)(X - 2)(X 2 - AX + A) 
= (X- l)(X-2) 3 . 
Done Spec(A) = {1,2}. 

1 est valeur propre simple, done dim(SEP(A, 1)) = 1. 

2 est valeur propre triple, done dim(SEP(A, 2)) e {1,2,3}. 
A est diagonalisable si et seulement si dim(SEP(A, 2)) = 3. 
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On determine les sous-espaces propres : 
l)Sous-espace propre associe a 1 : AX = X 



Xi = X\ 

—X\ + 3x 2 + x 3 — 2x 4 = 0 
2xi + x 2 + x 3 — x 4 = 0 
x l + 2x 2 + x 3 - x 4 = 0 



Xi — 3x 2 — X 3 + 2X4 = 0 
7x2 + 3x 3 — 5x 4 = 0 
5x 2 + 2x 3 — 3x4 = 0 
xi — 3x 2 — x 3 + 2x 4 = 0 
7x 2 + 3x 3 — 5x4 = 0 
^x 3 + |x 4 = 0 
Xi — 3x 2 — x 3 + 2x 4 = 0 
7x 2 + 3x 3 — 5x 4 = 0 
— x 3 + 4x 4 = 0 

On obtient trois equations independantes, le sous-espace propre est bien de 
dimension 1, une base s'obtient en posant par exemple X4 = 1, d'ou : x 3 = 4, 
x 2 = -1, Xi = -1. 

/-A 

/A e R}. 



On a done SEP(A, 1) = {A. 



-1 
4 

V 1 / 



1) Sous-espace propre associe a 3 : AX = 3X <^> 



-xi = 0 
— Xi + 2X2 + x 3 — 2x4 = 0 

2xi + x 2 — x 4 = 0 
Xi + 2x 2 + x 3 — 2x 4 = 0 



xi = 0 
2x2 + x 3 — 2x 4 = 0 

X2 — X4 = 0 
2x 2 + x 3 — 2x 4 = 0 
xi = 0 
<^ { x 2 = x 4 

X 3 = 0 

On obtient trois equations independantes, le sous-espace propre est done 
de dimension 1, une base s'obtient en posant par exemple x 4 = 1, d'ou : 
X3 = 0, x 2 = 1, xi = 0. 

(°\ 

/A e R}. 



On a done SEP(A,2) = {A. 



1 
0 

w 



On adim(SEP(A,2)) + dim(SEP(A, 1)) = 1 + 1 = 2<4, A n'est done pas 
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diagonalisable. 

2) Reduite de Jordan de A 

On regarde quels sont les blocs de Jordan possibles pour la reduite de Jordan 
de A. 

On sait qu'ils sont de la forme Jfe(A), ou A est une valeur propre de A, et k un 
entier compris entre 1 et l'ordre multiplicite m de A dans xa- (1 < k < m). 
La valeur propre 1 est d'ordre de multiplicite 1, le seul bloc de Jordan pos- 
sible est done Ji(l) = (1). 

La valeur propre 2 est d'ordre de multiplicite 3, on a done trois blocs de 

'2 1 0 N 



Jordan possibles, J±(2) = (2), J 2 (2) 



0 2 1 
,0 0 2, 

Sur la diagonale de la reduite de Jordan, on doit trouver les valeurs propres 
corruptees avec multiplicite, on doit done avoir une fois 1 et trois fois 2. 

(\ 0 0 0\ 



Les reduites de Jordan possibles sont done : J\ 



0 
0 



2 
0 
0 



0 
2 
0 



0 
0 

2/ 



Jo 



(I 


0 


0 


o\ 




(i 


0 


0 


°\ 


0 


2 


0 


0 


, h = 


0 


2 


1 


0 


0 


0 


2 


1 


0 


0 


2 


1 




0 


0 


V 






0 


0 


2/ 



Si J\ etait la reduite de Jordan de A, comme J\ est diagonale, A serait di- 
agonalisable, ce qui est faux. Jx n'est done pas la reduite de Jordan de A. 
Si J 2 etait la reduite de Jordan de A, on aurait A = PJ 2 P~ 1 , avec P une 
matrice inversible. Dans la base {ei, e 2 , e 3 , e^} de M 4j i(]R) definie par P, la 
matrice de 0a est J 2 , done 0A(e 2 ) = 2e 2 et 0 2 (e3) = 2e3. On aurait done 
deux vecteurs propres pour 2 e 2 et independants. Ce n'est pas possible car 
SEP (A, 2) est de dimension 1 : tous les vecteurs de cet espace sont colineaires. 
La reduite de Jordan de A est done J 3 . 
II reste a trouver P E GL n (K) tel que A = PJ^P' 1 . 

Si P G GL n (K) est telle que A = PJ 3 P _1 , alors si on note B = {e±, e 2 , e^, e^} 
la base de M^i(M.) formee des vecteurs-colonnes de P,par la relation de 
changement de base la matrice de (ft a dans B est J 3 , on a done 0a ( e i) = 
0 A (e 2 ) = 2e 2 , 0A(e 3 ) = 2e 3 + e 2 ,0A(e 4 ) = 2e 4 + e 3 . 

Reciproquement, si on trouve une base B = {ei, e 2 , e 3 , e 4 } de M 4i i(R) verifiant 
les quatre egalites precedentes, et si on note P la matrice de passage de B 0 
a B , on aura A = PJ 3 P _1 . 

On resout done les quatre equations 0a(ci) = e±, 0A(e 2 ) = 2e 2 , 0a(c 3 ) = 
2e 3 + e 2 ,0A(e 4 ) = 2e 4 + e 3 . 

t\ et e 2 sont donnes par des vecteurs propres pour 1 et 2 : par exemple 
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ei 



/-A 

-1 

4 

V 1 / 



et e 2 



/0\ 
1 

0 

W 



On resout Ae 3 = 2e 3 + e 2 : Ae 3 = 2e 3 + e 2 44> 



Xi = 0 

x 2 = x 4 



x 3 = 1 

Un exemple d'un tel vecteur e 3 est 



M 
o 
i 



On resout Ae 4 = 2e4 + e 3 : Ae 4 = 2e 4 + e 3 <^ 

xi = 0 
<^ { x 2 = x 4 + 1 
x 3 = -2 



Un exemple d'un tel vecteur e 4 est 



1 

-2 



Conclusion : on a A = PJP 1 , avec J = 



-Xi = 0 
—X\ + 2x 2 + x 3 — 2x 4 = 1 

2xi + X2 — X 4 = 0 
x\ + 2x 2 + x 3 - 2x 4 = 1 



-xi = 0 
— Xi + 2x 2 + x 3 — 2x 4 = 0 

2xi + x 2 — x 4 = 1 
Xi + 2x 2 + x 3 — 2x 4 = 0 



(I 


0 


0 


0^ 




(-1 


0 


0 


0 \ 


0 


2 


1 


0 


etP = 


-1 


i 


0 


1 


0 


0 


2 


1 


4 


0 


1 


-2 




0 


0 


2 ) 




V 1 


1 


0 


oy 
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